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TRANSFORMACIONES LINEALES

Una transformacion entre dos espacios vectoriales R" y R™ es una funcion
T:R" - R™que transforma ( relaciona ) vectores de R"con vectores de R™ de

acuerdo a una regla determinada. Asi , la transformacion lineal T:R*> > R®
definida mediante la expresion
X+Y

o

3y
Es una transformacidn que relaciona vectores de espacio vectorial R? con
vectores del espacio R®, mediante la regla que permite determinar las

2
componentes de los vectores en el espacio. De tal manera que el vector (3 de

R? lo envia en el vector de R®cuyas componentes son
2+3 5

2
Tl _|=]2-3|=|-1

3
3*3 9

Graficamente

® (3.2
T(3,2)=(5,-1,9)
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Ejemplo. Evaluar las transformaciones dadas en los puntos indicados.

o

X) (X+
a) dado T:R? —» R’ definida por T(ij( yyj’ determine

e () ) )

Graficamente tenemos:

1.2 T(1,2)=(3,2)
e e S EEES A et A -1 T =21
2X+Yy
3y-2z
b) Dada la T:R® — R* definida por T| Y |= “ , evaluar

y+2
27-3

2*1+3 5 5 2*2+3 7

_ 3*3-2*1 |7 3*3-2*4 1

3|= = . T|3]|= =
1*3+1 4 ! A 2*3+4 10

2*1-3 -1 2%4-3 5
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TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean V y W dos espacios vectoriales. Una transformacion lineal de V en W es
una funcién T:V —-W tal que para todos los vectores u,veV, y cualquier

escalar k, se verifican las siguientes propiedades.
1) TU+Vv)=T(U)+T(v) 2) T(ku)=KT(u)

Dada una transformacidon entre dos espacios vectoriales, para determinar si
esta es lineal, debemos comprobar que se cumplen las dos propiedades de
linealidad.

Ejemplo. Demuestre que la transformaciéon T:R?> —>R? definida por
X X+2Y

Tl |= es lineal.
y X+ 3y

Para verificar las propiedades, tomemos dos vectores de R?, sean

ul Vl ,
u =( j y V:(v j y sea un escalar k, por definicion de operaciones entre
2

u, +v, kuy,
vectores tenemos que : U+V= y ku= luego
u, +Vv, ku,

TUiv) =T u, +v, _ u, +v, +2(u, +v,) _ (u, +2v,) + (U, +2v,)
u, +Vv, u, +v, +3(u, +v,) (u, +3v,) + (u, +3v,)

T(u+v):(u1+zvlj+£u2+2V2J:T(u)+T(v)

u, +3v, u, +3v,

T(ku)=T ku, _ ku, + 2ku, _ k(u, +2u,) K u, +2u, _KT()
ku, ku, +3Kku, k(u, +3u,) u, +3u,

Como se cumplen las dos propiedades, decimos que la transformacién dada es
lineal.
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Ejemplo 2. Demuestre que la transformaciéon T:R®—R® definida por
X

T (x+z _
i’ = y-z es lineal.

Para verificar las propiedades, tomemos dos vectores de R?, sean

U=lU, | y V=|V, | yseaun escalar k, por definicion de operaciones entre

u, +v, ku,

vectores tenemos que : U+V=|U,+V, | y ku=|ku, | juego
U +V, ku,

U, +Vv,
TU+v)=T|lu,+v, |=

{(ul +V1) + (u3 +V3)j _ ((ul + US) + (Vl +V3)J

(uz +V2)_(u3 +V3) - (uz _u3)+(V1 _V3)

Uz 4V,
U, +U, V, +V,

Tu+v)= + =T@U)+T(V)
u2—u3 Vl_VS

ki, [ku1+ku3j (k(ul+u3)] (ul+u3j
T(ku)=T| ku, |= - —k —kT(u)

K, ku, —ku, k(u, —u,) U, —U,

Luego la transformacién es lineal.

Ejercicio. Sea A una matriz m x n . demuestre que la transformacién
T: Mnxk — mek definida por T(B) = AB es lineal.

Ejercicio. Determine si la transformacidén lineal T:R*—R® definida por

X+Yy-—-22

y
T = 2X+4W | as Jineal.
y—22+W
W
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PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES.

Sea T:V —->W una transformacion lineal. Entonces.
a) T(0,)=0, b) T(-v)=-T(v)

DEFINICION. Sea T:R" - R"™ una transformacion lineal. Sea ¢,,e,,e,,..,€, la
base estandar del espacio vectorial R" y sea A:[T(el),T(ez),T(e3) ...... ,T(en)] la
matriz cuyas columnas son las imagenes de ¢€,,¢,,€;...., €, entonces T(X)= Ax

Para todo XxeR". La matriz A se llama la matriz de la transformacion.
Ejemplo. Encuentre la matriz de la transformacién T :R® — R? definida por
X 2
X_
Ty l=[ T
, y+3z

La base estandar del espacio vectorial R®esta dada por los vectores

1 0 0
e=/0|, e=/1| €=|0|yevaluando la transformacién tenemos:
0 1

(1_2(0)) (1} 0 (O—Z(l)j (_ZJ 0 (O_Z(O)j (Oj
TIO|= = L TI1 | = = . T|0|= =
o o+30)lo) P | Tlaes@) L2 ) P Lo+

1 -2 0
Luego la matriz de transformacion es : A:(O . 3)

Ejemplo. Encuentre la matriz de transformacion de T : R* 5 R®

X
X+2y—-22
T y =| 2X+4w
z
y—2Z+W
W

La base estandar del espacio vectorial R* es:
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1 0 0 0
0 1 0 0
%=l , &=, &=|q|, & =|,| Evaluando la transformacion
0 0 0 1
tenemos:
1+2(0)-2(0)) (1 0+2(1)-2(0)) (2
T(e,)=| 2M)+40) |=|2]| , T(e,)=| 2(0)+4(0) |=|0
0-200)+0 | |0 1-20)+0 ) |1
0+2(0)=2(1)) (-2 0
T(e;)=| 2(0)+4(0) |= 0 . T(e,)=|4| luego la matriz de Ila
0-2(1)+0 | | -2 1
transformacion es:
1 2 -2 0
A=|2 0 0 4
01 -2 1

EJERCICIO0. ENCUENTRE LA MATRIZ ASOCIADA A LAS SIGUIENTES
TRANSFORMACIONES LINEALES.

X+2y
X
A) T:R? - R® DEFINIDA POR T( jz 2x—y
3Xx—-2y
X —X+2y+12

B) T:R®—R®DEFINIDA POR T|VY|=| 2x—-4y-2z
z —-3X+6y—-2z

2X—Yy
4x -2y +3z
—-6x+3y—-9z
AX+Yy—-22

C) T:R®—R* DEFINIDAPOR T|VY (=
YA
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TEOREMA: Sean V y W dos espacios vectoriales. Una transformacién de V en
W es una funcidon T:V —-W es lineal si preserva la combinacion lineal entre

elementos de ambos espacios es decir, si para todos los vectores v, eV, y
cualquier escalar k; €R,con 1=123....nse verifica la siguiente propiedad.

T (kv + KV, + KoV + o +K V) = KT (V) KT (VL) + KT (v5) 4+ KT (V)
Es decir:

T(Zn:kivi] = Zn:kiT(vi)

Ejemplo. Aplicar el teorema para demostrar que la transformacién T:R?> - R?®
X+2y

X
definida por T(yj: 2X+4y | es lineal.
y —2X

2

X X
Solucion. Sean U, =(yj y U, :(y j dos vectores de R? y sean los escalares
1

2
ki;K,. Una combinacion lineal de los vectores es de la forma:

X X k.x, +k,x
k1u1+k2u2:kl[ 1j+k2( ZJ:( T Zj
A Yo ) \Ky+K,Y,

" " X+2y

X X X

Luego: T(k1u1+k2u2):T( SERRE Zj TJ{ jz 2X+4y
K1 +K,Y, )|y ox

KX, + K %, +2(K Y, +K,Y,)
T(klul + kzuz): 2(k1X1 + k2X2)+ A(kyy; +k,Y,)
k1X1 + kzxz o 4(k1y1 + kz Y2)
kX, + 2K, Y, + K, %, + 2K, Y,
T(ku, +k,u, )= 2k,x, + 4K, y, + 2K, X, + 4K, Y,
k1y1 - 2k1X1 + kz Y.~ 2k2X2




TRANSFORMACIONES LINEALES 8

KX, +2k, Y, K,X, +2K,Y,)
T(ku, +k,u, )= 2k x, + 4Ky, |+| 2K,x, +4K,Y,)
klyl _2k1X1 kzyz —2k2X2)

Xl+2yl X2 +2y2)
T(k,u, + kU, )=k, | 2%, +4y, |+k,| 2x, +4y,)
Y1 _2X1 YZ _sz)

T(klul + kzuz): le (u1)+ sz (uz)

Como preserva la combinacién lineal , entonces cumple con el teorema y es
consecuencia es una transformacion lineal.

Ejercicio aplicar el teorema de la conservacion de la linealidad para verificar si
las siguientes transformaciones son lineales:

a) T:R? - R’ definida por T o XY
y 2y +32

2y—3x)

. D3 2 _ T —
b) T:R® — R” definida por !| Y (y+32

z

Teorema. Sean U , V y W espacios vectoriales y T1:U >V T2:V->W
transformaciones lineales definidos entre ellos. Entonces la transformacion
T:U >W definida por T=T20T1 también es una transformacién lineal. E4n

otras palabras la compuesta de dos transformaciones lineales, es otra
transformacién lineal.

Ejemplo. Si T1:R* > R® y T2:R® - R* dos transformaciones lineales definidas

2X+Yy
X+2
X i y—-2z
por T ,)7 2x + 4y y T2Y|=| 4.« | determine la transformacién
—2X yA
y Z+2X

compuesta y demuestre que es lineal.

La transformacion compuesta T :R®> — R esta definida por: T =T20T1 luego
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X+ 2y 2(x+2y)+(2x+4y)

T(Xj:(TZoTl{Xj:TZ(Tl[XJJzTZ 2xtdy |=| (BXTAV) 2y =2%)
y y y 4(y —2X) +(x +2Y)

y —2X
(y—2x)+2(x+2y)

2X+4y+2x+4y 4x +8y
T(xj_ 2x+4y -2y +4x | |6x+2y
y 4y —8X+X+2y By —7x
y—2X+2X+4y oy
4x+8y
T(Xj: 6X+2Y
y 6y —7X
oy

Verifiquemos que es una transformacion lineal.

X X
Sean U, =(y1j y U, :(yZJ dos vectores de R? y sean los escalares
1 2

Ki;K,. Una combinacion lineal de los vectores es de la forma:

X X K. X, +k,X
k.u, +k,u, =k 1j+k(2j:(“ “j luego
Hh e l()ﬁ ? Y, Ky, +K; Y, J

kX, + kzsz

T(ku, +k,u,)=T
( 1¥1 2 2) (klyl_'_kzy2

4(klxl + kZXZ) +8(k1y1 + kZ y2)

6(klxl + k2)(2) + 2(k1y1 + k2 y2)

6(k1y1 + k2 yz) B 7(klxl + kzxz)
Sk ys Tk, Y,)

4k x, +4k,x, +8k,y, +8K,Y,

6K, X, + 6K, X, + 2K, y, + 2K, Y,

o6k, y, +6k,y, =7k x, — 7K, X,
5k;y; +5k, Y,

T(k2u1 + kzuz):

T(k2u1 + kzuz):
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4k, x, +8k.y, +4Kk,X, +8K,Y,

6k, %, + 2Ky, +6K,X, +2K,Y,

ok, y, — 7k X, +6K, Yy, — 7K, X,
5k, Y, +3k,Y,

T(k2u1 + kzuz):

4k, x, +8k,y, 4k,x, +8Kk,Y,

6k, %, + 2K, Y, . 6K, X, + 2K, Y,

6k, y, — 7K, X, 6k,y, — 7K, X,
5k, Y, 5K, Y,

4x, +8y, 4x, +8y,

6X, + 2 6X, +2

6yl1 —72 e 6y22 —712
5y1 5y2

T(k2u1 + kzuz): KT (uy) +K,T(uy)

T(k2u1 + kzuz):

T(k,u, +k,u, )=k,

TEOREMA: Sean U , V y W espacios vectoriales y T1:U >V T2:V->W
transformaciones lineales definidos entre ellos. Y sean A y B las matrices
asociadas a las transformaciones lineales, entonces la matriz BA es la matriz
asociada a la transformacion compuesta T =T20T1 .

EJEMPLO. COMPUEBE EL TEOREMA PARA LAS  SIGUIENTES
TRANFOTMACIONES LINEALES.

X+y

X
T1:R? > R® DEFINIDA POR TJ{ j: X—Yy la matriz asociada es :
2X+ 3y

1+0 0+1 1 1

SVERHE e

0+3 2 3
X
T2:R®—> R? DEFINIDAPOR T2 Yy |= Ty | i iad :
. —> —2x+2y—22 a matriz asociada es :

Z
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1 0 0
1 -1 1
B={T210| T21| T20 =(2 J
0 0 1

La matriz BA es:
1 1
1 -1 1 2 5
BA= 1 -1|=
-2 2 =2 -4 -10
2 3

Ahora la transformacién compuesta es: T =T20T1 esta definida por

1 =T2(T1(XD=T2 iiz :( (X+y)=(x-Yy)+(2x+3y J
y y —2(X+Yy)+2(x—y)—2(2x +3y)

2X+ 3y
X ( 2X+5y

T | =
y —4x-10y)

j y la matriz asociada es:

0 1 -4 -10
C son iguales.

1 0 2 5
C :(T[ j T( D:[ j como se puede ver las matrices asociadas BA y



